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Равновесная структура материалов с DFT

1. Мотивация
Для расчета любых свойств материалов необходимо знать их структуру, при этом в неко-

торых случаях экспериментальные данные неполны или недоступны. В таких случаях поиск
равновесной структуры: а) имеет собственную ценность, б) является первым шагом для более
продвинутых расчетов.

2. Основы

На лекции кратко обсудили, как решать электронную задачу (см. слайд №5 лекции №1):
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Ψe = EeΨe, (2)

то есть как находить основное состояние при фиксированных ядрах. Для того, чтобы научиться
оптимизировать структуру материалов, необходимо вернуться к изначальной задаче:

Ĥ(R, r)Ψ(R, r) = EtotΨ(R, r), (3)

где R, r — координаты всех ядер и всех электронов соответственно.−∑
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Ψ = EtotΨ. (4)

Чтобы увидеть разницу с электронной задачей, запишем ещё раз электронную задачу, явно ука-
зав переменные:

Ĥe(r|R)Ψe(r|R) = Ee(|R)Ψe(r|R). (5)

3. От общей задачи к отдельным уравнениям для ядер и элек-
тронов
Данный переход основывается на идее о том, что электронная подсистема перестраивается

значительно быстрее, чем ядерная: Рассмотрим перескок водорода от одной молекулы воды к
другой с образованием пары H3O+ и OH− (см. рис. 1). При смещении водорода изменяется по-
тенциал взаимодействия электронной подсистемы с данным протоном. Так как масса протона на
три порядка больше массы электрона, электронная подсистема пропорционально быстрее реаги-
рует на изменение потенциала и перестраивается. Таким образом можно считать, что в каждый
момент прохождения реакции электронная подсистема находится в своём основном состоянии.

Теперь формализуем идею. Для этого представим полную волновую функцию системы в виде
суммы по электронным волновым функциям (решениям электронной задачи), где «коэффици-
ентами» будут ядерные волновые функции:

Ψ(R, r) =
∑
k

χn(R) ∗Ψek(r), (6)

и далее для простоты выкладок оставим только одно слагаемое, отвечающее основному элек-
тронному состоянию:

Ψ(R, r) = Ψe(r) ∗ χn(R), (7)
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Рис. 1: Образование пары H3O+ и OH− в воде. На основе рис. 2 статьи [2]

и подставим в полное уравнение Шредингера для системы (3):

(T̂n + Ĥe)Ψeχn = EtotΨeχn. (8)

Домжножим слева на электронную волновую функцию:

⟨Ψe|(T̂n + Ĥe)|Ψeχn⟩ = ⟨Ψe|Etot|Ψeχn⟩, (9)

и упростим выражения в обеих частях:

RHS = Etot⟨Ψe(r)|Ψe(r)χn(R)⟩ = Etot⟨Ψe(r)|Ψe(r)⟩χn(R) = Etotχn(R), (10)

LHSterm2 = ⟨Ψe|Ĥe|Ψeχn⟩ = ⟨Ψe|Ee|Ψeχn⟩ = Ee⟨Ψe|Ψe⟩χn = Eeχn, (11)
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далее упрощая слагаемые в последнем выражении, получим:
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и, приходим к уравнению
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Окончательно, возвращая сумму по электронным состояниям в представление волновой функ-
ции, получим

T̂nχnm
+
∑
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MI
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2MI
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+ Eemχnm
= Etotχnm

,m = 1, . . . (17)

Данный результат является крайне важным: мы получили отдельное уравнение на волновую
функцию ядер! Значит, возможно итеративно сдвигать ядра и находить основное электронное
состояние для нового положения ядер. Однако нужно ответить на вопрос: как решить полученное
уравнение?
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Рис. 2: Два конических пересечения (переходных состояния) для трёх низших энергий некоторой
молекулы. Вблизи них приближение Борна-Оппенгеймера неприменимо. Источник: [2]

4. Адиабатическое приближение
Сделаем первый шаг в решении уравнения для волновых функций ядер. Для введённых

Amk и Bmk можно получить явные выражения. Оказывается, что они пренебрежимо малы, если
электронные состояния достаточно удалены по энергии (см. рис. 2) — это условие применимости
адиабатического приближения, когда в линейной комбинации для полной волновой функции
сохраняется только первое слагаемое (так, как это было сделано для упрощения выкладок выше).
Тогда уравнение переходит в

T̂nχn + (−A11

MI
∇I −

B11

2MI
)χn + Eeχn = Etotχn. (18)

Легко получить, что A11 = 0 (как и Amm = 0 для любого m). Если дополнительно ислючить B11

из уравнения для ядерной волновой функции, мы придем к приближению Борна-Оппенгеймера:

T̂nχn + Eeχn = Etotχn. (19)

Смысл сделанного приближения заключается в расцеплении динамики ядер и электронов, что
приводит к отсутствию обмена энергией между ядрами и электронами, то есть в данном прибли-
жении нет электрон-фононного взаимодействия, которое важно, например, для расчета электри-
ческого сопротивления или явлений сверхпроводимости.

Можно отметить, что ошибка, связанная с приближением, пропорциональна (MI/me)
(−1/4),

где MI — масса ядра, me — масса электрона.

5. Переход к классическому описанию ядер
Сделаем следующий шаг для решения уравнения для ядер. Мы можем перейти от квантового

к классическому описанию ядер, что с очень высокой точностью работает для всех, кроме самых
легких атомов. При этом уравнение (19) переходит в уравнения Ньютона:

MI
d2RI

dt2
= − ∂U(RI)

∂RI
= FI , (20)

где I = 1, ..., K, K — число ядер,

U(RI) = U(R1,R2, . . . ,RK) = Unn
Coulomb + Uen

Coulomb. (21)

В выражение для потенциальной энергии попали те слагаемые из Ee, которые зависят от коор-
динат ядер.
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6. Расчет сил, действующих на ядра
Посмотрим внимательнее на полученное при переходе к классическому описанию уравнение.

Мы умеем расчитывать первое слагаемое потенциальной энергии, решая электронную задачу.
Второе слагаемое допускает простой подсчет. Однако, на первый взгляд, расчет производной по
координате каждого ядра является крайне трудоёмким: необходимо дополнительно как мини-
мум единожды решить электронную задачу для сдвинутых в трех направлениях ядрах, то есть
сделать это 3K+1 раз, для того, чтобы рассчитать производную численно.

Оказывается, что 3K+1 расчетов можно заменить одним. Это можно увидеть наиболее просто
на одномерном примере, когда энергия электронной системы зависит от одного параметра d:

∂Ee
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=

∂
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[
∂ψ∗

e

∂d
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∂d
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∂ψe

∂d

]
. (22)

Поскольку по построению Ĥeψe = Eeψe, первый и третий члены в правой части можно сгруппи-
ровать, и уравнение упрощается следующим образом:
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=

∫
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e
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∂
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∫
dr ψ∗
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Так как собственная функция ψe нормирована, второй член является производной константы и
обращается в нуль. В итоге остаётся:

∂Ee

∂d
=

∫
dr ψ∗

e

∂Ĥe

∂d
ψe. (24)

Это означает, что когда нам нужно вычислить производную потенциальной энергии по какому-
либо параметру, мы можем вычислить среднее значение производной электронного гамильтони-
ана по этому параметру. Единственное предположение, лежащее в основе уравнения (24), состо-
ит в том, что ψe является собственным состоянием гамильтониана; поэтому результат является
весьма общим и не зависит от конкретной рассматриваемой системы. Это результат называется
теоремой Гельмана — Фейнмана.

Применяя полученный результат, мы получим рабочее уравнение для расчета сил:

FI = ZI

∫ (r−RI)ρ(r)

|r−RI |3
dr−

∑
J ̸=I

ZJ(RI −RJ)

|RI −RJ |3

 , (25)

где ρ(r) — электронная плотность, получаемая из решения электронной задачи. Можно заметить,
что полученное выражение совпадает с получаемым в электростатической теории.

7. Рабочий алгоритм расчета равновесной структуры
В предыдущем разделе мы получили последний элемент, необходимый для решения уравне-

ния для ядер. Таким образом, мы можем итеративно решать электронную и ядерную задачи,
начиная с некоторой начальной структуры, и до тех пор, пока не найдем равновесную структуру
— такую, где силы равняются нулю (см. рис. 3).

Одним из идейно простых способов получения минимума поверхности потенциальной энергии
(равновесной структуры) сводится к введению в систему искусственной силы трения, действую-
щей на ядра, что позволит системе остановиться в точке минимума, а не пройти его по инерции.
Такой метод называется демпфированной динамикой:

MI
d2RI

dt2
= − ∂U(RI)

∂RI
− 2MI

τ

dRI

dt
, (26)

где τ ∝ 1
η , η — коэффициент трения.

Для обновления позиций ядер можно использовать, например, схему Верле, которая для
одномерного случая выглядит следующим образом:

M
xi+1 − 2xi + xi−1

∆t2
= F (xi)−

2M

τ

xi+1 − xi−1

2∆t
, (27)
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Рис. 3: Алгоритм расчета равновесного состояния. Источник: [1]

где xi = x(ti), и откуда

xi+1 =
2

1 + η
xi −

1− η

1 + η
xi−1 +

(∆t)2

M(1 + η)
F (xi). (28)

Упражнение. Рассчитать по предложенному алгоритму равновесную длину связи молекулы
H+

2 . Подробности см. в задаче 4.7 книги [1].

8. Обсуждение и примеры
См. рис. 4-6.

Рис. 4: Сравнение рассчитанных объёмов и энергий когезии с использованием DFT/PBE и экс-
периментальных данных. Источник: [4]
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Рис. 5: Относительные ошибки рассчитанных объёмов и энергий когезии кристаллов различных
элементов с использованием DFT/PBE. Источник: [4]

Рис. 6: Пример зависимости энергии от параметра решетки для двух фаз кремния для DFT/LDA:
экспериментальное значение равновесного параметра 5.43 A, ошибка 0.6%, экспериментальное
значение энергии когезии 4.62 эВ, ошибка 15%. Результаты для DFT/PBE: a=5.466, [5], Ea=4.59
эВ, относительная ошибка 0.7% для обеих величин. Источник: [1]
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